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∗ ]jô�Çr�çß� 4r�çß� ; ë�H�½Ó{©� 7&h� ∗
∗ APMO /BNd�� <�Ì�̀s�t�\� ë�H]j�� >�r�÷&l� �����t���H ë�H]j\� @/ô�Ç �Ðîß��̀¦ ô=$��>� t�&�ÅÒz��r��̧.
���'��Å	\� ë�H]j\�¦ /BN>h����� ���'��Å	�©�\�"f ë�H]j\� @/ô�Ç �7H_�\�¦ ���H �̧�	כ �����K� ÅÒr�l� ��³1Ñm���.
r�+«>r�çß�\� ��ü< (��(�Û¼��H ��6 x½+É Ãº e��t�ëß� >�íß�l���H ��6 x½+É Ãº \O�_þvm���.

%K�V� 1. î̈
��� 0A\� Z�~��� ∠A < 60◦��� ���y��+þA ABC\�¦ Òqty�����. &h� Xü< Y ��H y��y�� ��� ABü<
AC 0A_� &h�Ü¼�Ð CA+AX = CB +BXü< BA+AY = BC + CY \�¦ ëß�7á¤r������. &h� P ��H
î̈
����©�_� &h�Ü¼�Ð f����� PXü< PY �� y��y�� ��� ABü< AC\� Ãºf��s���. s�M:, ∠BPC < 120◦

e���̀¦ 7£x"î
�#���.

%K�V� 2. #Q�"� �<Æ/åL_� �<ÆÒqt[þts� �<Æ/åL ?/\� 1lx��o�[þt�̀¦ ëß���H���¦ ���. y�� 1lx��o���H &ñ
SX�y�
3"î
_� Ðlr!Q�Ð ½̈$í
÷&�¦, e��_�_� "f�Ð ���Ér ¿º 1lx��o���H ú́§���� 1"î
_� Ðlr!Q\�¦ /BNÄ»ô�Ç��. s�
�<Æ/åL_� �<ÆÒqt Ãº�� 46"î
{9� M:, ��6£§_� �̧|	��̀¦ ëß�7á¤r�v���H s� �<Æ/åL_� �<ÆÒqt 10"î
Ü¼�Ð s�ÀÒ#Q���
|9�½+Ës� �½Ó�©� �>rF��<Ê�̀¦ 7£x"î
�#���.
[�̧|	�] #Q�"� 1lx��o��̧ s� |9�½+Ë\� �:r���y� �í�<Ê÷&t� ·ú§��H��.

%K�V� 3. #Q�"� ���y��+þA ABC_� ü@]X�"é¶�̀¦ Γ�� ���. ¿º =�Gt�&h� A,C\�¦ t�����H "é¶s� ��� BCü<
BA\�¦ ëß�����H &h��̀¦ y��y�� Dü< E���¦ ���. f����� ADü< CE�� "é¶ Γü< ëß�����H ¢̧���Ér &h��̀¦
y��y�� Gü< H�� ���. &h� Aü< C\�"f Γ\� ]X����H ]X����s� f����� DEü< ëß�����H &h��̀¦ y��y�� Lõ�
Ms��� ���. s�M:, ¿º f����� LHü< MG�� "é¶ Γ\�"f ëß�z���̀¦ 7£x"î
�#���.

%K�V� 4. ��A�ü< °ú s� &ñ
_��)a �<ÊÃº f : N0 → N0\�¦ Òqty�����. éß�, N0��H 6£§ ����� &ñ
Ãº ����̂_�

|9�½+Ës���.

(i) f(0) = 0 ; (ii) f(2n) = 2f(n) ; (iii) f(2n+ 1) = n+ 2f(n) for all n ≥ 0.

(a) ��6£§_� [j |9�½+Ë�̀¦ ½̈�#���.
L := {n | f(n) < f(n+ 1) }, E := {n | f(n) = f(n+ 1) }, G := {n | f(n) > f(n+ 1) }.

(b) e��_�_� k ≥ 0\� @/�#� ak := max{f(n) : 0 ≤ n ≤ 2k}\�¦ k\� @/ô�Ç d��Ü¼�Ð ����?/#Q��.

%K�V� 5. &ñ
Ãº a, b, c�� �̧|	� 0 < a < c − 1, 1 < b < c\�¦ ëß�7á¤r�������¦ ���. e��_�_�
0 ≤ k ≤ a��� k\� @/�#�, kb\�¦ c�Ð ��è�H �� Qt�\�¦ rk�� ���. (Õª�QÙ¼�Ð 0 ≤ rk < c .) s�M:,
¿º |9�½+Ë {r0, r1, r2, . . . , ra}ü< {0, 1, 2, . . . , a}�� °ú �̀¦ Ãº \O�6£§�̀¦ 7£x"î
�#���.


